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Kapitola 1

Orientované grafy

1.1 Uvodné definicie a pojmy

Orientovanym grafom alebo digrafom (skratka z anglického pojmu directed graph)
rozumieme usporiadant dvojicu D = (V(D), A(D)), kde V(D) # 0 je mnozina vrcho-
lova A(D) C {(u,v) € V xV :u # v} je mnozina orientovanych hrdn alebo $ipok
(v angli¢tine sa pre orientovant hranu pouziva pojem arc). Poznamenajme, Ze v orien-
tovanom grafe nepripustame ani ndsobné orientované hrany, ani slucky. Ak v definicii
pripustime viacnisobné orientované hrany a slucky, potom hovorime o orientovanom
pseudografe, orientovany pseudograf bez sluciek sa nazyva orientovanym multigrafom.

Pre orientovant hranu a = (u,v) povieme, Ze vrchol u je zaciatocny a v koncovy
vrchol orientovanej hrany a, respektive a je orientovana z u do v. Taktiez hovorime,
ze v je nasledovnikom vrchola u (v dominuje u) a u je predchodcom vrchola v (u je
dominovany v). Vrcholy u a v sa nazyvaju koncovymi vrcholmi Sipky a = (u,v) a
taktiez povieme, ze u a v su susedné a vrchol u, resp. v, je incidentny s orientovanou
hranou a. Fakt, ze vrcholy u a v tvoria sipku orientovant z u do v budeme taktiez
znacit ako u — v.

Pre dvojicu podmnozin X, Y vrcholovej mnoziny digrafu D definujeme

(X,Y)p={(z,y) € A(D):x € X,y € Y},

t.j., (X, Y)p reprezentuje mnozinu $ipok so zaciatkom v X a koncom v Y.
V nasledujtcich definicidch, ak nebude stanovené inak, D = (V, A) je orientovany
pseudograf. Pre vrchol v € V' budeme pouzivat nasledujice oznacenia:

Np(w) ={ueV~{v}:(v,u) € A}, Ny(v)={w eV ~{v}: (w,v) € A}.

Mnoziny N} (v), N5(v) a Np(v) = Nj(v) U Npy(v) sa nazyvaju vystupni susedia,
vstupni susedia a susedia vrchola v. Pre podmnozinu W C V' vrcholov polozime

NHW) = | Npw) W, Np(W) = | Np(w) < W.

weW weW

Napriklad to znamend, ze mnozina N, (W) pozostava z tych vrcholov z V . W, ktoré
st vystupnym susedom aspon jedného vrchola z mnoziny W.



Pre podmnozinu W C V definujeme vystupny stuperi mnoziny W ako degh (W) =
(W, V . W)p|, t.j. vystupny stuperi W je pocet Sipok v A(D), ktorych zaciatok je
v W a koniec v mnozine V' \ W. Vstupny stuperi W je definovany ako degp, (W) =
|(V . W, W)p|. Specidlne, pre vrchol v € V je vystupny stupeii rovny poctu $ipok,
okrem sluciek, ktorych zaciatok je v. Ak D je digraf (neobsahuje sluc¢ky ani nasobné
sipky), tak vystupny stuperi vrchola v je rovny poc¢tu jeho vystupnych susedov. Stuper
W je definovany ako stcet vystupného a vstupného stupna, t.j. ako ¢islo deg, (W) =
deg},(W)+degn(W). Hodnoty deg}, (W) a degy, (W) sa zvyknii nazyvat ako polostupne.
Vrchol v orientovaného pseudografu D sa nazyva prameriom alebo zdrojom (ustim alebo
stokom), ak neméa vstupnych susedov (vystupnych susedov).

Minimalny vystupny stuperi (minimdlny vstupny stupen) D je definovany ako
6*(D) = min{deg}(v) : v € V(D)}, (67 (D) = min{deg,(v) : v € V(D)}).

Minimdlny polostupen je definovany ako §°(D) = min{é"(D),d~(D)}.

Podobne sa definuje Mazimdlny vystupny stuperi A*T(D) a (mazimalny vstupny
stupeni) A~ (D). Maximdlny polostuperi sa definuje ako A°(D) = max{A* (D), A~(D)}.

Povieme, 7ze D je reguldrny, ak 6°(D) = A°(D). V tomto pripade sa D nazjva aj
§°(D)-regularny.

Nakolko pocet Sipok v orientovanom multigrafe je rovny poctu ich zaciatkov (alebo
ich koncov), dostavame nasledujiicu analégiu zndmeho vztahu tykajiceho sa jednodu-
chych grafov.

Veta 1.1. Nech D = (V, A) je orientovany multigraf. Potom

S degiy(v) = 3 degh(v) = [A(D)]. (11)

veV veV

Digraf H sa nazyva poddigrafom digrafu D ak V(H) C V(D) a A(H) € A(D)N
V(H)xV(H). Ak V(H) = V(D), tak H sa nazyva faktorovgm poddigrafom. Ak kazda
orientovand hrana z A(D), majica obidva konce vo V(H) je aj v A(H), tak H je
(vrcholovo) indukovanym poddigrafom D. Poddigraf digrafu D indukovany mnozinou
vrcholov X budeme oznacovat symbolom D[X]. Pre podmnozZinu Sipok A" C A(D)
poddigraf D[A'] = (V', A"), kde V' je mnozina vrcholov z V| incidujtca s aspon jednou
hranou z A’, sa nazyva hranovo (Sipovo) indukovany mnozinou A’.

Nech D a H st digrafy (resp. orientované pseudografy). Povieme, ze D a H st izo-
morfné (oznacujeme D = H), ak existuje bijekcia ¢: V(D) — V(H) tak4, ze pre vSetky
dvojice vrcholov u,v € V(D) plati (u,v) € A(D) prave vtedy, ked (¢(u), p(v)) € A(H)
(v pripade orientovanych pseudografov pp(u,v) = py(p(u), d(v)), kde p oznacuje na-
sobnost danej Sipky).

Jednou zo zakladnych operacii na orientovanom pseudografe D je zmena orientécie,
alebo otocenie Sipky. Otocenim sipky a = (u,v) v D rozumieme nahradenie a opa¢nou
sipkou (v, u). Otoc¢enim orientovaného multigrafu D rozumieme orientovany multigraf
H | ktory je ziskany otocenim kazdej Sipky v D.
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Biorientacia a orientacia grafu

Pripominame, Ze pod neorientovanym grafom (skratene grafom) rozumieme uspo-
riadant dvojicu G = (V(G), E(G)), kde V(G) je mnozina vrcholov a F(G) C (V(2G)) je
mnozina (neorientovanych) hran. Pojem multigrafu a pseudografu je definovany ana-
logicky ako v pripade orientovanych multigrafov, resp. pseudografov, t.j. pripustame
neorientované multihrany, resp. naviac aj neorientované slucky.

Nech je dany pseudograf GG. Orientovany pseudograf D sa nazyva biorientaciou G,
ak D vznikne z G nahradenim kazdej hrany {z, y} bud orientovanou hranou (z, y) alebo
(y,x) alebo dvojicou protismernych hran (z,y) a (y,x) (okrem pripadu orientovanej
sfucky {z,x}, ktord je nahradené orientovanou slu¢kou (x,z)). Poznamenavame, Ze
rozne kopie hrany {x,y} mozu byt nahradené roznymi sipkami v D. Napriklad, ak pre
multiplicitu hrany {z,y} v G plati ug(x,y) = 3, tak jedna kdpia hrany {z,y} mdze
byt nahradena sipkou (z,y), dalsia Sipkou (y, z) a tretia dvojicou Sipok (z,y) a (y,x).

Pod orientdciou grafu G rozumieme zamenu kazdej neorientovanej hrany za orien-
tovanu, teda formélne digraf D, ktory je biorientaciou G s vlastnostou (z,y) € A(D)
implikuje (y,z) ¢ A(D) (D je biorientaciou GG, neobsahujticou ziadnu dvojicu proti-
smernych §ipok). V tomto pripade tieZ hovorime, Ze D je grafom s orientdciou (ang.
oriented graph).

Je jasné, ze kazdy digraf je biorientaciou nejakého jednoznacne daného grafu. Tento
graf nazyvame podkladovym grafom (ang. underlying graph) digrafu D a zna¢ime ho
symbolom UG(D). Podkladovy graf UG(D) ziskame jednoducho, a to nahradenim ka-
zdej Sipky (x,y) (resp. dvojice protismernych sipok (z,y) a (y,z)) v D hranou {z,y}.

Sledy, tahy, cesty a kruznice v orientovanych grafoch

V dalSom, ak nie je Specifikované ina¢, D oznacuje orientovany pseudograf. Oriento-
vanym sledom rozumieme striedav( postupnost S = x1a122a03 . . . Tj—1a5_12) vrcholov
z; € V(D) a 8ipok a; € A(D) takych, ze zaciatkom a; je vrchol z; a koncom z;,1 pre
v8etky indexy ¢ = 1,...,k—1 (namiesto terminu orientovany sled budeme pouzivat iba
termin sled, ak bude jasné, Zze uvazujeme nejaky typ orientovaného grafu, multigrafu
alebo pseudografu). V tomto pripade hovorime, zZe sled S je tzv. (x1, x;)-sledom. Ak
oznacenie Sipok v slede nehré rolu, budeme sled oznacovat iba ako postupnost vrcholov,
t.j. S = x1x9...x%. Sled S je uzavrety ak x; = x, ina¢ sa nazyva otvoreny. Ak S je
otvoreny sled, povieme, ze x1 je pociatoénym (inicidlnym) vrcholom sledu S, a vrchol
x koncovgm (termindlnym) vrcholom sledu S. DiZkou sledu oznacujeme poéet jeho
sipok.

Orientovanym tahom (skrétene tahom) rozumieme sled, v ktorom sa $ipky neopa-
kuji. Ak sa v fahu neopakuji ani vrcholy, hovorime o orientovanej ceste (skratene
ceste). Ak vrcholy x1, s, 3, . .., T_1 uzavretého sledu S = z125 . ..z st rozne, k > 3,
Ty = xy, tak S je orientovany cyklus (kruznica) (skrétene cyklus). Pozn. v pripade
orientovaného pseudografu, slucku povazujeme za 1-cyklus. Na rozdiel od jednodu-
chych (neorientovanych) grafov, v digrafoch mézu existovat cykly dizky 2, tzv. 2-cykly.



Tvrdenie 1.2. Nech D je digraf a x,y € V(D) je dvojica roznych vrcholov. Ak S
je (x,y)-sled v D, tak v D existuje (z,y)-cesta P, spliajica A(P) C A(S). Ak v D
ezistuje uzavrety (x,x)-sled S, tak D md cyklus C' obsahugici x, pricom A(C) C A(S).

Doékaz. Uvazujme sled P zacinajici v = a kondiaci v y, pricom P mé najmensiu dizku
spomedzi vSetkych (z,y)-sledov, ktorych Sipky st z mnoziny A(S). UkdZeme, Ze P je
cesta. Nech P = z125... 23, kde 1 = x a 2, = y. Ak by platilo z; = x; pre nejaké
1 <i<j <k, potom by sled P' = x;...2;x;41 ... bol kratsi ako P, ¢o predstavuje
spor. Teda vSetky vrcholy P su rozne, nasledne P je cesta v D s A(P) C A(S).

Nech S = 2125 ... 2z; je uzavrety sled s vlastnostou z; = x = z;. KedZe D neobsahuje
sfucky, zx_1 # zx. Nech y1y2 ...y, kde y1 = x, y4 = zp_1 je najkratsi (z, z;_1)-sled s
hranami z A(S). Vzhladom na vyssie dokdzany vysledok 1% ...y, tvori cestu, teda
Y1Y2 . .. Yy je cyklus obsahujuci y; = x s pozadovanou vlastnostou. [

1.2 Acyklické digrafy

Digraf D je acyklicky, ak neobsahuje ziadny cyklus. Pripominame, ze vrchol v €
V(D) je prametfiom (resp. tistim), ak deg™ (v) = 0 (resp. deg™ (v) = 0).

Tvrdenie 1.3. Kazdy acyklicky graf obsahuje pramen a tustie.

Dokaz. Ukazeme, ze ak digraf D nemé tustie, tak obsahuje cyklus. Nech D je digraf,
v ktorom vSetky vrcholy maju kladny vystupny stuperi. Vyberme fubovolny vrchol vy .
KedZe deg®(v;) > 0, tak existuje vy, pricom v; — v,. Podobne deg™ (v2) > 0 a teda
vy — w3 pre nejaky vrchol vs. Takto postupne ziskame sled v tvare vivs . . . v;. Nakolko
A(D) je koneéna mnozina, existuje najmensie k& > 2, spliiajiice v, = v; pre nejaké
1 <i< k. Je zrejmé, ze v;v;41 ... vy tvori cyklus v D.

Teda acyklicky digraf musi obsahovat tstie. KedZe otocenie H digrafu D je tiez
acyklicky digraf, H obsahuje ustie v. Je jasné, ze vrchol v pramenom v D. Il

Predchédzajice tvrdenie umoznuje najst jednoduchi procediru na overenie, ¢i dany
digraf je acyklicky:

1. Ak D obsahuje vrchol v s degh(v) = 0, potom uvazujme digraf D — v.
2. V opacnom pripade D obsahuje cyklus.

Tvrdenie 1.4. Nech D je digraf s prave jednym pramenom x, resp. prave jednym
ustim y. Potom pre lubovolny vrchol v € V(D) existuje (x,v)-cesta, resp. (v,y)-cesta
v D.

Dokaz. Uvazujme najdlhsiu cestu zac¢inajicu vo vrchole v. Ak by jej koncovym vrcho-
lom nebolo tstie y, tak bud by bolo mozné tito cestu predlzit, alebo by v D existoval
cyklus. Teda uvazovana cesta je (v, y)-cestou v D.

Podobne najdlhsia cesta konciaca vo v je (x,v)-cestou v digrafe D. O]
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Nech D je digraf a x1,xs,...,x, ocislovanie jeho vrcholov. Povieme, Ze toto oci-
slovanie je acyklické ocislovanie, ak pre kazdu Sipku z; — x; v D plati, Ze i < j. Je
pomerne zrejmé, ze acyklické oc¢islovanie digrafu D indukuje acyklické ocislovanie ka-
7dého jeho poddigrafu H. KedZe ziadny cyklus nepripusta acyklické ocislovanie, taktiez
v ziadnom digrafe obsahujicom cyklus nemoze existovat takéto ocislovanie. Na druhej
strane, plati nasledujuca veta.

Veta 1.5. Kazdy acyklicky digraf md acyklické ocislovanie svojich vrcholov.

Dokaz. Podame konstruktivny dokaz, t.j. popiSeme procediru, ktora najde acyklické
ocislovanie vrcholov acyklického digrafu D. Vzhladom na Tvrdenie 1.3, v prvom kroku
vyberieme vrchol v s nulovym vstupnym stupriom (pramen). Polozime z; = v a od-
stranime z; z D = Dy, t.j. polozime D, = D — x,. Predpokladajme, zZe je vykonanych
i krokov, 7 > 1. V kroku i + 1 najdeme vrchol u s degp, (u) = 0, t.j. pramen v digrafe
D;, polozime z;11 =u a Dy = D; — z;41. Tato procedura skon¢i po |V (D)| krokoch.

Dokéazeme korektnost tejto procediry, to znamené, ze najdené ocislovanie je acyk-
lické. Predpokladajme x; — x; v D, avSak 7 > j. V tomto pripade vrchol z; bol vybraty
pred vrcholom xz;, teda x; € V/(D;_1). To je vSak v spore s tym, Ze degp,  (2;) = 0,
kedze (z;, ;) € A(Dj_1). O

1.3 Silna, unilaterdlna a slaba stuivislost

V digrafe D je vrchol y € V(D) dosiahnutelny z vrchola x € V(D), ak v D exis-
tuje (z,y)-sled. Specidlne, kazdy vrchol je dosiahnutelny sdm zo seba. Vzhladom na
Tvrdenie 1.2, vrchol y je dosiahnutelny z x prave vtedy, ked v D existuje (x,y)-cesta.

Digraf D sa nazyva silne suvisly (skratene len silng), ak pre lubovolni dvojicu x,y €
V(D) roznych vrcholov v D existuje (x,y)-sled a takisto (y, z)-sled. Inymi slovami, D
je silny, ak Iubovolny vrchol v D je dosiahnutelny z kazdého iného vrchola patriaceho
do D. Definitoricky, digraf s jedinym vrcholom je silne stuvisly.

Tvrdenie 1.6. Digraf D je silny prave vtedy, ked D obsahuje uzavreny sled obsahujici
vsetky vrcholy.

Dokaz. Predpokladajme, ze S = ujusy ... ugu; je uzavreny sled obsahujici vsetky vr-
choly. Nech u,v € V(D) je dvojica roznych vrcholov. Potom v = u; a v = u; pre
nejaké i # j, 1 <i,j < k. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze i < j. Potom
Uillity - .- uj je (u,v)-sled v D a ;... upuy ... u; je (v,u)-sled v D, ¢o znamena, ze D
je silny.

Naopak, nech D je netrividlny silny digraf s vrcholmi V(D) = {vy,ve,...,v,}.
Uvazujme cyklickti postupnost vrcholov vy, vg, ..., v,, vyr1 = v1. KedZe D je silny, pre
vetky ¢ = 1,...,n v D existuje (v;,v;11)-sled (ako aj cesta) P,. Nasledne zretazenie
S = PP, ...P, tvori uzavreny sled obsahujtci vSetky vrcholy. O

Pre silny digraf D = (V, A) sa mnozina S C V nazyva separujicou, ak D — S nie
je silny. Digraf D je k-silne suvisly (skratene k-silng), ak |V| > k + 1 a D neobsahuje
ziadnu separujicu mnozinu s menej ako k vrcholmi. Najvécsie celé ¢islo k také, ze D



je k-silne suvisly sa nazyva cislo vrcholovej silnej stuvislosti a oznacCuje sa symbolom
k(D). Ak D nie je silny, definitoricky polozime k(D) = 0.

Pre dvojicu s,t rdéznych vrcholov digrafu D povieme, Ze mnozina vrcholov S C
V(D) ~\ {s,t} je (s,t)-separujica, ak D — S neobsahuje ziadnu (s,t)-cestu. Pre silny
digraf D = (V, A) sa mnozina Sipok W C A nazgyva rezom (rezovou mnozinou), ak
D — W nie je silny. Digraf D sa nazyva k-Sipkovo silne suvisly (k-Sipkovo silng), ak D
neobsahuje rez s menej ako k Sipkami. Najvicsie celé ¢islo k také, ze D je k-Sipkovo
silne suvisly sa nazyva Cislo Sipkovej silnej suvislosti a oznacuje sa symbolom A(D).
Ak D nie je silny, poloZzime A\(D) = 0. Poznamenavame, Ze A\(D) > k prave vtedy, ked
deg®(X),deg” (X) > k pre kazd vlastnit podmnoZinu X C V(D).

Silny komponent digrafu D je maximéalny silny poddigraf digrafu D, t.j. silny pod-
digraf taky, ze ziadny jeho naddigraf v rdmci D uz nie je silny. Ak Dy, Ds, ..., D; st
vietky silné komponenty digrafu D, tak V(D) UV (D) U---UV(D,) = V(D) (pripo-
miname, Ze digraf s jednym vrcholom je silny). Naviac musi platit V(D;) NV (D;) =0
pre vSetky i # j, ind¢ by vSetky vrcholy z mnoziny V(D;) U V(D;) boli navzajom
dosazitelné jeden z druhého a teda vrcholy z V(D;) U V(D;) by patrili do rovnakého
silného komponentu. Systém D, Dy, ..., D; sa nazyva silnym rozkladom digrafu D.
Digraf silngch komponentov SC(D) digrafu D je ziskany kontrakciou kazdého silného
komponentu do jediného vrchola a vymazanim viacnasobnych paralelnych hran, ktoré
vzniknt pri tomto procese. Inymi slovami, ak Dy, D,, ..., D, st silné komponenty D,
tak V(SC(D)) = {v; : i = 1,...,t} a A(SC(D)) = {(vi,v;) : (V(D;),V(D;))p # 0}.
Poddigraf kazdého digrafu indukovany vrcholmi leziacimi na nejakom orientovanom
cykle je silny, nasledkom ¢oho je digraf SC(D) acyklicky. Teda vzhladom na Vetu 1.5,
vrcholy digrafu SC(D) maju acyklické ocislovanie. To znamend, Ze silné komponenty
digrafu D je mozné ocislovat Dy, Ds, ..., D; takym sposobom, Ze v D existuje Sipka z
D; do D; jedine ak i < j.

Digraf D sa nazyva unilaterdlne stvisly (jednostranne suvisly), ak pre kazda dvojicu
vrcholov = a y z V(D) plati, Ze y je dosaZitelny z x, alebo z je dosazitelny z y (mozu
platit aj obe moZnosti). Je zrejmé, ze kazdy silny digraf je unilateralny. Je vidiet,
ze orientovana cesta je unilateralny digraf. Z tohto dévodu, je napriklad unilateralita
nutnou podmienkou pre existenciu Hamiltonovskej cesty v digrafe.

V nasledujicom tvrdeni podame charakterizaciu unilateralnych digrafov.

Tvrdenie 1.7. Digraf D je unilaterdlny prdve vtedy, ked digraf jeho silngch kompo-
nentov SC(D) je acyklicky a md orientovant Hamiltonovski cestu.

Dokaz. Predpokladajme, ze SC(D) méa Hamiltonovska cestu . Nech Dy, Ds, ..., D; je
rozklad D na silné komponenty, pricom dané poradie komponentov je zhodné s po-
radim komponentov na prislusnej orientovanej Hamiltonovskej ceste v SC(D). Potom
D; = D;y1 v SC(D), ¢o znamena (V(D;),V(D;11))p # 0 pre vietky i = 1,...,t — 1.
Nech z,y € V(D) st Iubovolné vrcholy. Potom = € D; ay € D, pre nejaké 4, j. Ak i = j
tak evidentne y je dosiahnutelny z x, kedZe oba vrcholy st z rovnakého silného kompo-
nentu. Bez ujmy na vSeobecnosti teda mozme predpokladat i < j. Pre vSetky i <1 < j
ozna¢me a; = (uy,v41) Sipku spajajucu D; s Djyq a pre i < [ < j nech S; oznacuje
(v, w)-sled v D,. Naviac S; oznacuje (z,u;)-sled v D; a S; (v;,y)-sled v D;. Potom zre-
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tazenie sledov S; pomocou 8ipok a; dava (z,y)-sled S;a;Sit1ait1 ... ai—1S1a; - .. a;_1S;
v D, ¢o ukazuje, ze D je unilateralny.

Naopak, nech D je unilateralny a Dy, Do, ..., D, je acyklické ocislovanie jeho silnych
komponentov. Ak by pre nejaké i platilo (V(D;),V(D;41))p = 0, tak ziadny vrchol z
V(D;4+1) by nebol dosiahnutelny z akéhokolvek vrchola z V' (D;) a naopak. Teda D; —
D;+y v SC(D) pre vSetky i = 1,...,t—1, ¢o znamend, ze D1 D, ... D, je Hamiltonovska
cesta. [

Povieme, ze graf ma silna orientaciu, ak existuje orientacia jeho hran takym spdso-
bom, Ze prislusny digraf (graf s orientaciou) je silne stvisly.

Veta 1.8 (G. Robbins, 1939). Netrividlny graf md silnid orientdciu prave vtedy, ked
je suvisly a neobsahuje most.

Poznamka: Ak G je suvisly graf bez mostov, tak je tzv. hranovo 2-suvisly. Podla
Mengerovej vety, graf je hranovo k-suvisly prave vtedy, ked medzi [ubovolnymi dvoma
vrcholmi v GG existuje asponi k£ hranovo disjunktnych ciest.

Dokaz. Je jasné, ze ak graf ma silna orientaciu, tak je stuvisly. Ak by v ném existovala
hrana e, ktord je mostom, tak vrcholy z roznych komponentov G — e (vzniknutych
po odstraneni mosta) by neboli obojstanne dosiahnutelné (kazdy sled vyuziva e, teda
orientovany sled by bolo mozné najst najviac ak jednym smerom).

Naopak, sporom predpokladajme, Ze existuje suvisly graf G bez mostov, pre ktory
neexistuje jeho silna orientacia. Nech H je podgraf G s maximalnym poc¢tom vrcho-
lov spomedzi tych podgrafov, pre ktoré existuje silna orientacia. Takyto podgraf musi
existovat, pretoze pre vSetky vrcholy v € V| indukovany podgraf G[{v}] trividlne ma
silnt orientaciu. Potom plati |V (H)| < |V (G)|, kedZe predpokladame, Ze G nema silnt
orientaciu.

Zorientujme hrany podgrafu H tak, aby takto vzniknuty digraf D bol silny, avsak
hrany z E(G) ~\ E(H) ostani bez orientacie. Nech u € V(H) a v € V(G) \ V(H).
Nakolko G je stuvisly a bez mostov, tak v G existuje dvojica hranovo disjunktnych u—v
ciest. Nech P je jedna z tychto u — v ciest a () je opacna v — u cesta, ziskana otocenim
druhej z tychto u — v ciest. Dalej, nech u; je posledny vrchol z P, ktory patri do V (H)
a vy je prvy vrchol z @, ktory patri do V(H). Ozna¢me P, ako u; — v podcestu cesty
P a @) ako v — vy podcestu cesty (). Zorientujme hrany P, od u; smerom k v, ¢im
vytvorime orientovani (uy, v)-cestu P; a taktiez zorientujme hrany ); od v smerom k
v1, ¢im ziskame orientovanua (v, vq)-cestu Q.

Definujme digraf D’ nasledovne:

V(D) =V(D)UV(P)UV(Qy) a A(D') = A(D)UA(P) UA(Q)).
KedZe D je silny, D’ je taktiez silny, ¢o je ovSem v rozpore s volbou podgrafu H. [J

Najslabsim pojmom suvislosti v rdmci tedrie orientovanych grafov je pojem slabej
suvislosti digrafov, odvodeny od pojmu suvislosti v jednoduchych neorientovanych gra-
foch. V tomto pripade povieme, 7Ze digraf D je slabo suvisly (skratene len sdvisly), ak
prislusny podkladovy graf UG(D) je stvisly.
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1.4 Turnaje

Turnaj je graf s orientaciou, kde kazda dvojica vrcholov susedi, t.j. turnaj vznikne
orientéciou uplného grafu. Inymi slovami, digraf 7' s mnozinou vrcholov V(T') = {v; :
i = 1,...,n} je turnajom, ak prave jedna zo $ipok (v;,v;) alebo (v;,v;) je v T pre
vsetky indexy i # j.

Veta 1.9. KaZdy turnaj obsahuje orientovanu Hamiltonovsku cestu.

Doékaz. Nech T je turnaj s V(T) = {v; : i = 1,...,n}, pricom predpokladajme, Ze
vrcholy T st ocislované takym spdsobom, Ze pocet spiatnych Sipok, t.j. sipok v tvare
vj — v; pre J > 4, je minimalny. Potom v,v, ... v, je Hamiltonovska cesta v T'.

Ak by to tak nebolo, potom by existoval index i < n taky, ze (v;,vi41) ¢ A(T) a
teda by platilo (v;11,v;) € A(T). AvSak v tomto pripade, vymenenim poradia vrcholov
v; a v;41 ziskame ocislovanie, ktoré by malo mensi pocet spétnych sipok, ¢o predstavuje
spor. ]

Povieme, ze n vrcholovy digraf je vrcholovo pancyklicky, ak pre kazdy vrchol x €
V(D) a kazda hodnotu k € {3,4,...,n}, v D existuje k-cyklus obsahujuci x.

Veta 1.10. Kazdy silny turnaj je vrcholovo pancyklicky.

Dokaz. Nech x je vrchol silného turnaja 7', ktory ma n > 3 vrcholov. Tvrdenie doka-
zeme indukciou vzhladom na dizku cyklu k.

Ako prvé dokazeme, ze v T existuje 3-cyklus obsahujici . Kedze T je silny, obe
mnoziny O = N*(x) a I = N~ (x) st neprézdne. Naviac (O, I) je neprazdna mnozina
sipok. Nech (y, z) € (O, I) je jedna z nich. Potom xyzz je 3-cyklus obsahujici vrchol
x. Dalej predpokladajme, 7e C' = zoxy ..., je cyklus dlzky ¢, ¢t € {3,4,...,n — 1} s
o = x = 4. UkéZeme, Ze v T existuje (¢ + 1)-cyklus obsahujuci z.

Ak existuje vrchol y € V(T)\V (C) taky, ze y dominuje nejaky vrchol v C' a zéroven
je dominovany nejakym inym vrcholom v C, potom musi existovat index ¢ taky, ze
(zi,y) € A(T) a (y,zi11) € A(T). Nésledne g . .. 2;yxiy1 - . . 7, tvori cyklus dlzky ¢ + 1
prechadzajici x. V dalsom teda mozme predpokladat, ze kazdy vrchol mimo C' bud
dominuje vSetky vrcholy v C alebo je dominovany vSetkymi vrcholmi v C'. Vrcholy
z V(T) ~ V(C) dominujtce vSetky vrcholy V(C) ozna¢me ako R, ostatné vrcholy z
V(T) \ V(C) ozna¢me ako S. Kedze T je silny S a R st neprazdne a taktiez (S, R)
musi byt neprézdna. Potom pre Tubovolnu ipku (s,7) € (S, R) plati, ze zosrzy. .. xzo
je (t + 1)-cyklus obsahujtci vrchol x. O

Dosledok 1.11. Kazdy silny turnaj je Hamiltonouvsky.

V skutocnosti je mozné predchadzajicu vetu rozsirit na triedu tzv. semitplnych
digrafov. Digraf D je semiuplny, ak kazda dvojica vrcholov v D susedi. Teda v semi-
uplnom grafe je medzi Tubovolnou dvojicou vrcholov bud jedna Sipka, alebo dvojica
protismernych sipok.

Digraf je uplny, ak pre kazda dvojicu z,y € V(D) réznych vrcholov plati (z,y) €
A(D) a (y,z) € A(D). Uplny digraf na n vrcholoch budeme znacit symbolom K - Co
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sa tyka vztahov medzi mnozinami Sipok pre digrafy z danej triedy, ktoré st definované
na fixnej mnozine vrcholov, plati

A(turnaj) C A(semituplny) C A(Gplny).
Veta 1.12. Kazdy silny semiuplny digraf je vrcholovo pancyklicks.

Dokaz. Dokaz tohto tvrdenia vyplyva z Vety 1.10 a faktu, ze ak D je silny semitplny
digraf a a; = (x,y), as = (y,x) dvojica protismernych Sipok, tak potom aspoi jeden z
digrafov D —ay, D — as je silny. Tymto sposobom, po kone¢nom pocte krokov, ziskame
silny turnaj, ktory je poddigrafom semitplného digrafu. O]

Uvedieme, este jeden vysledok, tykajuci sa poc¢tu Hamiltonovskych ciest.

n!

orien-
2n—1

Veta 1.13. Pre kazdé n > 2 existuje turnaj na n vrcholoch, majici aspon

tovanych Hamiltonovskych ciest.

Tranzitivne turnaje

Turnaj T" sa nazyva tranzitivny, akonédhle (u,v) a (v, w) s Sipky v T', tak (u,w) je
tiez Sipkou v T'.

Veta 1.14. Turnaj je tranzitivny prdave vtedy, ked je acyklicky.

Dékaz. Nech T je acyklicky turnaj a (u,v) € A(T) a (v,w) € A(T) st sipky. Kedze T'
neobsahuje cyklus, (w,u) ¢ A(T). Teda (u,w) € A(T) a T je tranzitivny.

Naopak predpokladajme, ze T je tranzitivny turnaj, pricom v 1" existuje cyklus C' =
V1vs . .. vgvy, k > 3. KedZe (v1,v2) a (vg,v3) su Sipky v T, z tranzitivnosti dostavame,
ze (v1,v3) je tiez Sipka v T. Podobne (vi,vs) € A(T) a (vs,vq) € A(T) implikuje
(v1,v4) € A(T). Tymto sposobom postupne dostavame, ze (vi,vs), (v1,v3), ..., (v1, Ug)
st Sipky v T'. To je v8ak v rozpore s tym, ze (vg,vy) € A(T), teda T je acyklicky. [

Digraf silnych komponentov je vo vSeobecnosti acyklicky a naviac medzi silnymi
komponentami turnaja je vzdy nejaka sipka (protismerné nemozu byt). Je teda fahké
vidiet, ze digraf silnych komponentov turnaja je acyklicky turnaj. Nasledkom toho
existuje jednoznacné acyklické ocislovanie silnych komponentov turnaja 7', menovite
T\, T, ..., T, spliajice T, — T; pre vsetky ¢ < j. Podla predoslej vety teda plati, ze
SC(T) je tranzitivny turnaj.

Pre vrchol v € V(T turnaja T, sa vystupny stupeii deg(v) tieZ nazyva skdre vi-
chola v. Postupnost nezapornych celych ¢isel s1, so, . . ., s, sa nazyva postupnostou skore
turnaja, ak existuje turnaj n vrcholovy turnaj 7', ktorého vrcholy je mozné ocislovat
V1, Uy, . . ., U, tak, Ze degt(v;) = s; pre vietky i = 1,...,n.

Veta 1.15. Neklesajica postupnost sy, S, ...S, je postupnostou skdre tranzitivneho
turnaja prdave vtedy, ked s; =1 — 1 pre vetky i =1,...,n.
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Dokaz. Ako prvé ukézeme, ze postupnost 0,1,...,n — 1 je postupnostou skére neja-

kého tranzitivneho turnaja. Definujme turnaj 7" nasledovne: V(T') = {v1,va,...,v,}
a A(T) = {(vi,vj) : 1 < i < j < n}. Je lahko vidiet, ze degj(v;) = i — 1 pre kazdé
i =1,...,n. Ukadzeme, ze T je tranzitivny. Nech (v;,v;) a (vj,v;) tvoria Sipky v T

Potom ¢ < j < k a teda (v, v) € A(T), o znamena, ze T je tranzitivny.

Naopak ukéZeme, Ze ak T je tranzitivny turnaj, tak postupnost 0,1,...,n — 1 je
jeho postupnostou skére. To je ekvivalentné s tvrdenim, Ze pre vSetky dvojice vrcholov
u # v plati degj(u) # deg(v). Nech u, v je dvojica roznych vrcholov v T. Bez ujmy
na vsSeobecnosti predpokladajme, ze u — v je Sipka. Potom pre kazdy vrchol w &
N (v) z mnoziny vystupnych vrcholov vrchola v dostavame w € N (u), kedze vdaka
tranzitivite (u,v) € A(T) a (v,w) € A(T) implikuje (u,w) € A(T). Teda deg}(u) =
INf ()| > |Nf ()| +1 > degs(v). O

Désledok 1.16. Pre kazdé n € N existuje (aZ na izomorfizmus) prdve jeden tranzitivny
(ekvivalentne acyklicky) turnaj na n vrcholoch.

Postupnosti skore v turnajoch

Veta 1.17. Neklesajica postupnost nezaporniych cisel m = (s1,82,...,8n), n > 2,
je postupnostou skdre turnaja prdve vtedy, ked postupnost w3 = (S1,...,Ss,,Ss,+1 —
1,...,8,-1 — 1) je postupnostou skdre turnaja.

Dokaz. Nech 7 je postupnost skoré nejakého turnaja 77 majiceho n — 1 vrcholov.
Teda vrcholy turnaja T} mozu byt oznacené vy, vo, ..., v,_1 tak, Ze

5 pre 1 <i < s,

deg™ (v;) = {
s;—1 prei>s,.

Turnaj T zostrojime tak, Ze k T7 pridame novy vrchol v,,, pricom v,, = v; ak 1 <17 < s,
a v; — v, inak. Potom postupnost 7 je postupnostou skére turnaja 7.

Naopak predpokladajme, Ze m je postupnostou skére turnaja. Spomedzi vSetkych
n vrcholovych turnajov, ktorych postupnost skére je 7, nech T je taky, ze V(T) =
{v1,v9,...,v,}, deg® (v;) = s;, pricom stcet skére vystupnych susedov vrchola v, je
minimalny. Tvrdime, ze v 1" maja vystupny susedia vrchola v, skére sq,s9,..., s, .
Sporom predpokladajme, Ze to nepati, teda nie vetky vrcholy z mnoziny N (v,,) maji
skore s1,52,...,5s,. Nasledne existuju vrcholy v; a vi, kde j < k a s; < sj, pricom
v; = v, a v, — vy. Kedze skére s, prevysuje s;, v T musi existovat vrchol v, taky,
ze v — vy a vy — vj. Spominané vrcholy tvoria 4-cyklus C' = v,viv,05v,. Otocenim
kazdej Sipky v rameci tohto cyklu, dostaneme turnaj 7”, ktorého postupnost skére je
taktiez m. AvSak v 1" plati v, — v;, teda stcet skdre vystupnych susedov v, v 1" je
mensi ako v T, ¢o je ovSsem v spore s predpokladom o turnaji 7'. Teda, ako sme tvrdili,
v T musia v8etci nasledovnici vrchola v, mat skére sq, s, ..., S5, . Potom turnaj 7' — v,
mé postupnost skére ;.

]
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Veta 1.18. Neklesajica postupnost nezdpornych ¢éisel m = (s1, Sa, ..., Sn) je postupno-
stou skore turnaja prdave vtedy, ked

sos () 0

i=1
pre vietky k, 1 < k <mn, pricom pre k = n plati rovnost.

Veta 1.19. Neklesajica postupnost nezdpornych éisel m = (81, Sa, ..., 8n) je postupno-
stou skore siln€ho turnaja prdve vtedy, ked

k n
k
;:15i>(2> pre 1 <k<n-—1 a ;lei:(Z)

Naviac, kaZdy turnaj, ktorého postupnost skore spliia dané podmienky, je silng.

Krali v turnajoch

Vrchol turnaja v € V(T') sa nazyva krdlom v T, ak pre kazdy vrchol w rozny od u
plati bud u — w, alebo existuje vrchol v taky, ze u — v — w. Teda vrchol u v turnaji
je kralom, ak kazdy iny vrchol je dosiahnutelny z u pomocou orientovanej cesty dizky
najviac 2.

Veta 1.20. V kaZdom turnaji existuje kral.

Dokaz. Nech T je turnaj a u vrchol s maximalnym vystupnym stupnom v 7. Ukazeme,
ze u je kralom v T. Ak by to neplatilo, v T' by existoval vrchol w taky, Ze u nie je
predchodca w (potom v T musi platit w — ) a zaroven w nie je naslednikom Zziadneho
vrchola z N*(u) (t.j. v T plati w — v pre vSetky v € Nt (u)). To znamen4, ze w je
predchodcom kazdého vrcholaz Nt (u) a taktiez u € N*(w), t.j. N*(u)U{u} C NT(w).
Nasledne, vrchol w mé viac vystupnych susedov ako u, ¢o je spor. O

Ak n vrcholovy turnaj T' obsahuje vrchol u vystupného stuptia degt(u) = n — 1,
tzv. cisdra, tak je pomerne lahké vidiet, Ze tento vrchol u je jedinym kralom v T

Veta 1.21. KaZdy turnaj bez cisdra obsahuje aspori troch krdlov.

Dokaz. Nech T je turnaj bez cisara a u vrchol maximéalneho vystupného stupna v ramci
T. Podla dokazu Vety 1.20 vieme, Ze u je kralom v T'.

Spomedzi vSetkych vrcholov, ktoré su predchodcami u, vyberme vrchol v s maxi-
mélnym vystupnym stuptiom. UkéZzeme, Ze v je kralom v T. Predpokladajme opak.
Potom existuje vrchol x taky, Ze v nie je predchodca x (teda z — v v T) a taktiez v nie
je predchodca ziadneho predchodcu z (teda v T plati x — z pre vSetky z € NT(v)).
Nésledne {u,v} C NT(x) a tiez N*(v) C N*(z). To znamend, Ze x je predchodcom
u a degt(x) > deg’(v), ¢o predstavuje spor s vyberom vrchola v a teda v musi byt
kralom v T.

Dalej, nech w je vrchol s maximalnym vystupnym stupiiom spomedzi vsetkych
predchodcov vrchola v. Tvrdime, Ze w je taktiez kralom v T. Ak by to nebola pravda,
v T by existoval vrchol y taky, Zze w nie je predchodca y a w nie je predchodcom
ziadneho predchodcu vrchola y. Nasledne y — w, y — v a naviac y — 2z pre vSetky
z € NT(w), ¢o znamené deg™ (y) > deg™ (w). Teda w je krdlom v T O
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1.5 Stromy a Eulerovské tahy v digrafoch

Digraf D je orientovangm lesom (stromom) ak D vznikne orientaciou lesa (stromu).
Digraf T' je o-stromom (i-stromom), ang. out-tree (in-tree), ak v T" existuje préave jeden
pramen, t.j. vrchol s s vstupnym stuptiom deg;(s) = 0 (préve jedno tstie, t.j. vrchol s
vystupnym stupfiom degF.(s) = 0). Vrchol s sa nazyva koreriom T. O-strom T sa zvykne
nazyvat aj korenovym stromom. Ak o-strom (i-strom) 7" je faktorovym poddigrafom
digrafu D, t.j. V(T) = V(D), tak T sa nazyva o-vetviaca kostra (i-vetviaca kostra) (z
ang. out-branching resp. in-branching).

Kedze kazdy faktorovy orientovany podstrom (kostra) slabo stuvislého digrafu D je
acyklicky, vzhladom na Tvrdenie 1.3 obsahuje aspori jeden pramerii a aspoii jedno tstie.
Teda pojmy o-vetviacej, resp. i-vetviacej kostry zachycuju dolezité pripady jedinecnosti
prislusnych typov vrcholov. Nasledujtce tvrdenie charakterizuje digrafy s o-vetviacimi
kostrami, resp. i-vetviacimi kostrami.

Tvrdenie 1.22. Slabo suvisly digraf D obsahuje o-vetviacu (i-vetviacu) kostru prdve
vtedy, ked D md prave jeden inicidlny (termindlny) silng komponent.

Dokaz. Dant charakterizaciu dokazeme pre pripad o-vetviacich kostier. Druhé tvrdenie
tykajuce sa i-vetviacich kostier vyplyva z prvého uvazovanim otocenia digrafu D.
Predpokladajme, ze D ma aspon dva inicidlne silné komponenty a zaroven, ze D
obsahuje o-vetviacu kostru 7'. Nech r je koreniom 7. Potom r nutne patri do nejakého
inicidlneho silného komponentu D. Ak x je Tubovolny vrchol v nejakom inom inicidlnom
silnom komponente D, tak v T existuje orientované (r, x)-cesta, a teda aj v D, ¢o je v
rozpore s tym, ze vrcholy r a x lezia v rozdielnych inicidlnych silnych komponentoch.
Dalej predpokladajme, ze D obsahuje iba jeden inicialny silny komponent D;. Nech
r je Tubovolny vrchol patriaci do D;. V digrafe silnych komponentov SC(D) je D,
jedinym pramenom, teda podla Tvrdenia 1.4 v SC(D)je kazdy vrchol reprezentujici
silny komponent dosiahnutelny z D;. Nasledne, kazdy vrchol v D je dosiahnutelny z
vrchola r. Definujeme o-vetviaci strom 7" nasledovne. V prvom kroku 7' pozostéva z
vrchola r. Nech ¢ > 1. V kroku ¢+ 1, pridame do 1" vSetky vrcholy z € D, ktoré eSte nie
su v T', spolu so Sipkami y — z, kde y — z je Sipka v D pre nejaky vrchol y, pridany do
T v predchadzajicom kroku i. Zastavime, ak uz ziadny dalsi vrchol nemozno pridat do
T. Je pomerne lahké vidiet, ze UG(T) je acyklicky. Naviac T' obsahuje vSetky vrcholy z
D, kedZe kazdy vrchol je dosiahnutelny z r. Naviac r je jediny pramen v T, lebo kazdy
iny vrchol pridany do T' je taktiez koncovym vrcholom nejakej Sipky v 7. Teda T je
o-vetviacou kostrou. O]

Poznamenavame, Ze orientovany strom skonstruovany v predchadzajicom ddokaze
sa taktiez nazyva BFS stromom digrafu D (viac podkapitola venované prehladavaniu
do sirky).

Orientovany multigraf D sa nazyva Fulerovsky, ak v D existuje uzavrety orientovany
tah obsahujuci vSetky Sipky.

Veta 1.23. Orientovany multigraf D je Eulerovsky prdve vtedy, ked D je slabo stvisly
a deg’ (x) = deg™ (x) pre vsetky vrcholy x € V(D).
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Dokaz. Je jasné, ze obe podmienky st nutné pre existenciu Eulerovského tahu v D.
To, Ze s aj postacujuce ukazeme konstruktivne, zostrojenim Eulerovského fahu 7.
Mozme predpokladat, ze D méa aspon dva vrcholy. Na zaciatku je tah T prazdny.
Zvolme Tubovolny vrchol = v D. Kedze D je stuvisly, v D existuje vrchol y € N*(x).
Priddme vrchol o do T a taktiez aj $ipku z = do y. Nakolko deg™ (y) = deg™ (y), existuje
sipka (y,z) a néasledne pridame vrchol y a Sipku (y, z) do 7. Podobnym sposobom
postupujeme dalej: akondhle je do T' pridana sipka (u,v), v dalSom kroku pridame do
T vrheol v a nejakt Sipku a ¢ T, ktorej zaciatok je vrchol v. Vzhladom na podmienku
deg™ (w) = deg™ (w) pre vietky vrcholy w € V(D), tento proces moZe byt ukonceny
jedine v pripade, ze posledna sipka pridana do 7" ma koncovy vrchol x a zaroven
vSetky Sipky vychadzajtuce z x uz su v T. Ak vSetky Sipky D st v T, tak sme hotovy.
V pripade, Ze to tak nie je, kedZze D je suvisly, musi existovat vrchol p patriaci do T,
ktory je pociatoénym vrcholom nejakej Sipky (p,q) ¢ T. ,Posunime“ cyklicky vsetky
vrcholy a Sipky 7T tak, aby T zacinal a kon¢il vo vrchole p. Pridajme 8ipku (p,q) do T
a aplikujme vysSie popisany proces. Ten moze skoncit jedine v pripade, ked naposledy
pridana sipka ma koniec v p a zaroven vsetky sipky vychadzajice z p uz su v T'. Znova,
bud vsetky sipky D st v T, alebo je mozné najst nejaky vrchol na restartovanie celého
procesu. Kedze V(D) je kone¢nd, po niekolkych opakovaniach bude tah 7" obsahovat
vSetky sipky z D. O

Désledok 1.24. Nech D je Eulerovsky orientovany multigraf a ) = W C V(D). Potom
degt (W) = deg™ (W).

Dokaz. Platia nasledujtiice rovnosti

D deg™(w) = [(W,W)| +deg (W), Y deg™ (w) = (W, W)] + deg™ (W),

weW weWw
AvSak vzhladom na predchddzajicu vetu plati Y.,y deg™(w) = Y, oy deg™ (w), z
¢oho nésledne plynie rovnost deg® (W) = deg™ (W). O

1.6 Prehladavanie do hlbky (DFS)

V tejto Casti popiSeme jednoducht, avsak velmi dolezitt, techniku v algoritmicke;j
tedrii grafov, znamu ako prehladdvanie do hibky (skratene DFS, z ang. Depth-First
Search).

Nech D = (V, A) je digraf. V DFS zacneme z fubovolného vrchola digrafu D. V
kazdej fize DFS navstivime nejaky vrchol x € V. Ak x ma nenavstiveného vy-
stupného suseda y, tak navstivime vrchol y. Sipku # — y nazveme stromovou a
pokracujeme dalej vo vrchole y. Ak x uz nemé nenavstiveného vystupného suseda, na-
zveme x preskiimanym a vratime sa do predchodcu pred(z) vrchola x (pred(z) je
vrchol, z ktorého sme sa pohli do x). Ak x nem4 predchodcu, nédjdeme dalsi nenavsti-
veny vrchol a zreStartujeme popisanu proceduru. Ak taky vrchol neexistuje, ukonéime
algoritmus.

Teraz popiseme formélne DFS algoritmus. Kazdy vrchol x digrafu D obdrzi dve
Cisla (¢asové znamky): tvisit(z) v okamziku ked x je navstiveny a texpl(z) v okamziku
ked z je preskiimany.
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Algoritmus 1: Prehladavanie do hibky DFS
Input: digraf D = (V, A).
Output: pred(v), tvisit(v), texpl(v) pre vSetky v € V.
Pre kazdy vrchol v € V nastav: pred(v) := null, tvisit(v) := 0,
texpl(v) := 0.

Nastav time := 0.
foreach v €V do

if tvisit(v) = 0 then

| vykonaj DFS-PROC(v)
end

=

N o oA WN

end

Procedara DFS-PROC

1 Nastav time := time + 1, tvisit(v) := time.
2 foreach v € N*(v) do

3 if tvisit(u) = 0 then

4 ‘ pred(u) := v a vykonaj DFS-PROC(u)
5 end
6 end

7 Nastav time := time + 1, texpl(v) := time.

Co sa casovej zlozitosti DFS algoritmu tyka, kazdy vrchol v je navstiveny prave raz
a aplikuje sa z neho najviac deg™ (v) dalsich prehladdvani. Teda pre jeden konkrétny
vrchol v mame O(1) +O(deg™ (v)) tikonov. Celkova zlozitost je teda O(|V|+]A|), kedze
podla Vety 1.1 plati >, deg™ (v) = |A].

Pre dany digraf D = (V, A), algoritmus DFS vytvori digraf F' s mnozinou vrcholov
V(F) = V a mnozinou §ipok A(F) = {(pred(z),z) : x € V,pred(x) # null}. Je
pomerne lahké vidiet, ze priradenie v > tvisit(v) je acyklické ocislovanie digrafu F,
teda F' je acyklicky. Digraf F' nazyvame DFS lesom, strom v F' DFS stromom, koreniom
DFS stromu je vrchol v pouzity v bode 5 DFS algoritmu na iniciovanie DFS-PROC
procedury. Je ocividné, ze koreniom r nejakého DFS stromu 7' je jediny vrchol 7', pre
ktory degy(r) = 0.

1.7 Cvicenia
1. Dokazte, ze D = SC(D) pre kazdy acyklicky digraf.

2. Nech T' = (V, A) je taky turnaj, Ze kazdy jeho vrchol v € V' lezi na cykle. Dokazte,
7e T — a je unilateralny pre kazdua sipku a € A.

3. Dokéazte, ze kazdy turnaj na n > 2k + 2 vrcholoch obsahuje vrchol s vystupnym
stupnom aspon k + 1.
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4. Dokazte, ze ak turnaj obsahuje cyklus, tak v iom existuju aspon dve Hamiltonovské
cesty.
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Kapitola 2

Vzdialenosti v digrafoch

2.1 Terminoldgia a oznacenia

Nech D = (V,A) je orientovany pseudograf. Pripominame, Ze pre podmnoZinu
W C V st mnoziny vystupnych a vstupnych susedov definované ako

NyW) = | Npw)~W a Ny(W)= |J Np(w) W
weW weW
Polozme N%(W) = W, NJ* (W) = N5 (W) a N, (W) = N (W). Pre kladné p
definujme p-te vystupné okolie mnoziny W nasledovne:

NBP(W) = NE(NFPD (W) U NE(W).

i=1

Podobne je definované p-te vstupné okolie ako
p—1
Np" (W) = Np(Np" (W) < [ Np' ().
i=1

Nech D = (V, A, c) je ohodnoteny orientovany multigraf s vdhou ¢: A — R na
mnozine jeho $ipok. Vaha mnoziny Sipok A’ sa definuje ako sucet jednotlivych véh,
t.j. c(A") =3 e cla). Ak S je nejakd podstruktira digrafu D (poddigraf, sled, fah,
sparenie,. .. ), tak vahou S myslime véahu prislusnej mnoziny sipok. V dalsom pod (vdZe-
nou) dlzkou sledu budeme rozumief jeho vdhu vzhladom na uvazovant vahovi funkciu
c. Negativnym (zapornym) cyklom v ohodnotenom digrafe D = (V| A, ¢) rozumieme
cyklus W, ktorého dlzka (véha) c(W) je zaporné &islo.

V dalSom predpokladame, Ze ohodnoteny digraf D neobsahuje negativny cyklus, v
opac¢nom pripade by nasledujica definicia nedavala zmysel. Ak x a y st vrcholy D, po-
tom pod orientovanou vzdialenostou z x do y, ozna¢ovanou ako dist%,(x, y), rozumieme
minimélnu dlzku orientovaného (z,y)-sledu, ak y je dosiahnutelny z z, v opa¢nom pri-
pade dist},(z,y) = co. KedZe v D nie st cykly negativnej dlzky, dist$,(z,2) = 0 pre
vSetky x € V. Vzhladom na Tvrdenie 1.2 dostdvame, Zze v D existuje nejaky najkratsi
(z,y)-sled, ktory je cestou (ak v D neexistuje ani cyklus nulovej dlzky, tak najkratsi
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sled je vzdy cestou). Dalej, vzhladom na Tvrdenie 1.2, orientovand vzdialenost spliia
trojuholnikovi nerovnost

dist}(x, z) < dist}(x,y) + dist})(y, ) pre vSetky z,y,z € V. (2.1)

Prave zavedend definicia orientovanej vzdialenosti pre ohodnotené digrafy (oriento-
vané multigrafy) je aplikovatelna aj v pripade neohodnotenych digrafov (orientovanych
multigrafov): jednoducho sta¢i definovat vahu kazdej $ipky identicky rovna jedne;j.

V dalsom budeme pouzivat nasledujtce oznacenie. Nech P =z ...2;... ;... 2} je
(w1, x1)-cesta (resp. tah alebo sled). Symbolom P[z;,z;] ozna¢ime (x;, x;)-cestu (fah,
sled), ktory je podcestou (podfahom, podsledom) P.

Nasledujice tvrdenie je pomerne ,zrejmé®, avsak velmi dolezité z hladiska urc¢ovania
najkratsich ciest v ohodnotenych digrafoch.

Tvrdenie 2.1. Nech D = (V, A, c) je ohodnoteny digraf bez negativnych cyklov. Ak
P = xzy.. .z je nagkratsia (xq1,xy)-cesta v D, tak Plx;, x;| je nagkratsou (z;,x;)-
cestou pre lubovolné 1 < i < j < k.

Dékaz. Predpokladajme, ze z;Qx; je (x;,x;)-cesta, ktorej dlzka je mensia ako dizka
cesty P[z;,7;]. Potom vaha sledu W = Plxy,2;]QP[z;, v;] je mensia ako dlzka cesty
P. Avsak vzhladom k Tvrdeniu 1.2 a faktu, Ze D nemd negativne cykly, W obsahuje
podcestu R, ktorej dlzka nepresahuje vahu W a teda je kratsia ako dlzka P, ¢o pred-
stavuje spor. O

2.2 Algoritmy pre najdenie vzdialenosti v digrafoch

2.2.1 Prehladavanie do Sirky (BFS)

V tejto casti popiseme jednoduchy algoritmus, zndmy ako prehladdvanie do Sirky
(skratene BFS z ang. Breadth-First Search). Tento postup umoziuje pomerne rychlo
urcit vzdielenost od daného vrchola s k ostatnym vrcholom neohodnoteného digrafu
D = (V, A). BFS je zaloZeny na nasledujtcej jednoduchej myslienke.

Startujiic vo vrchole s, navstivime vSetkych susedov z dominovanych vrcholom
s. Pre vsetky takéto z polozime dist'(s,z) = 1 a pred(z) := s (s je predchodcom
z). Dalej navstivime vSetky doposial nenavitivené vrcholy y, ktoré st dominované
vrcholmi z majicimi vzdialenost 1 od s. Polozime dist'(s,y) = 2 a pred(y) := x.
Pokracujeme tymto sposobom, az kym nedosiahneme vsetky vrcholy, ktoré su v digrafe
D dosiahnutelné z vrchola s (vzhladom na Vetu 1.2, to nastane najneskér po n — 1
iteraciach). Pre ostatné vrcholy z, nedosiahnutelné z vrchola s, polozime dist’(s, z) =
oc. Inymi slovami, v prvom kroku navstivime 1. vistupné okolie Nj'(s) vrchola s, v
druhom 2. vystupné okolie N;;*(s), atd. Nasleduje formalny popis BFS algoritmu.
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Algoritmus 2: Prehladavanie do $irky BFS

Input: digraf D = (V) A).

Output: dist’(s,v) a pred(v) pre vsetky v € V.
1 Pre kazdy vrchol v € V nastav: dist’(s,v) = oo, pred(v) := null.
2 Nastav dist'(s, s) := 0 a vytvor frontu (fifo datova Struktiru) Q

pozostavajicu z vrchola s.
3 while Q # () do
4 u := prvy prvok vo fronte (), odober u prec z Q).
5 | forall z € N*(u) do
6 if dist’(s,z) = oo then
7 dist’(s, z) := dist’(s,u) + 1, pred(z) := u, vloZ x na
koniec fronty Q).

8 end
9 end
10 end

Poznamka 2.1. Indukciou je mozné dokazat, Ze ak v priebehu popisaného BFS algo-
ritmu fronta ) obsahuje vrcholy (v, vs, ..., v,), kde v; je aktuélne prvym a v, posled-
nym vrcholom @, tak dist'(s,v;) < dist’(s,vp) < -+ < dist’(s,v,) < dist’(s,v1) + 1.
Nasledkom toho, ak u a v st vrcholy vlozené do fronty () v priebehu BFS algoritmu,
pricom u je vloZeny pred v, tak dist’(s,u) < dist'(s,v).

Poznamenévame, Ze po skonceni BFS algoritmu pred(v) = null znamené bud v =
s, alebo to, ze v nie je dosiahnutelny z vrchola s. Ak digraf D je zadany pomocou
zoznamu Sipok, ¢asova zlozitost popisaného BFS algoritmu je O(|V|+]|A|). To vyplyva
z faktu, ze Krok 1 vyzaduje O(n) ¢asu a while cyklus (riadok 3 az 10) ho potrebuje
v najhorSom pripade O(m), kedze vystupny susedia kazdého vrchola st uvazovany iba

raz a y_, ., deg” (v) = |A].

Tvrdenie 2.2. BFS algoritmus je korektny, t.j. dist'(s,z) = dist(s,z) pre vsetky vr-
choly x € V.

Dokaz. Pripominame, Ze dist(s, ) je dlzka najkratSej orientovanej (s,z)-cesty v ne-
ohodnotenom digrafe D = (V, A).

Nech dist’(s, z) = k. Potom, vzhladom na kroky 2 az 10 BFS algoritmu, vgv; . . . v,
kde vg = s, vy = x a v;_; = pred(v;) pre i = 1,...,k, je (s,x)-cestou v digrafe D,
teda dist(s,z) < k = dist’(s, z). Indukciou vzhladom na dist(s, z) ukédZeme, Ze v sku-
tofnosti plati rovnost. Ak dist(s,x) = 0 potom x = s a rovnost plati. Predpokladajme
dist(s,z) = k > 0 a uvazujme najkratsiu (s, z)-cestu P. Nech y = x5 je predchodcom
vrchola x na ceste P. Podla indukéného predpokladu plati dist’(s,y) = dist(s,y) =
k — 1. Ked%e y dominuje x, vzhladom na algoritmus (Pozndmka 2.1), dist'(s,z) <
dist'(s,y) + 1 = k = dist(s, ). Nasledne, v kombinacii s vyssie ukdzanou nerovnostou
dist(s, z) < dist’(s, ) dostavame, Ze plati rovnost dist(s,x) = dist'(s, z). O
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Nech U C V(D) je podmnozina dosiahnutelnych vrcholov z vrchola s. Ozna¢me
B = {(pred(v),v) : v € U~{s}} mnozinu Sipok ,vytvoreni“ v priebehu BFS algoritmu.
Je pomerne Tahko vidiet, ze (U, B) tvori acyklicky digraf, teda je to o-vetviaci strom s
korenom s. Tento strom sa nazyva BFS stromom s koreriom s.

2.2.2 Vzdialenost v acyklickych digrafoch

Nech D = (V, A, ¢) je ohodnoteny acyklicky digraf. Bez ujmy na vSeobecnosti pred-
pokladajme, Ze vrchol s je prame, t.j. deg™ (s) = 0. Nech vy, v9,...,v, je acyklické
o¢islovanie vrcholov D s vlastnostou v; = s. Definujme d°(s,v1) = 0 a pre vSetky 1,
2 <1 < n polozme:

in {d¢(s,v;) + c(vj,v;) :v; € N~ (v;)}, ak N~ (v;) # 0,
dC(S,UZ‘) _ { n { ( J) ( J U) UJ ( )} ( )# (22)

oo, inak.

Pozn.: Co sa tyka sactu vo vztahu (2.2), ako aj v nasledujiicom texte, vzdy predpo-
kladame oo + r = oo pre vsetky r € R.

Pre vSetky vrcholy v € V(D) plati vzfah d°(s,v) = dist“(s,v). Korektnost tohto
vztahu je mozné ukézat indukciou vzhladom na index 4, oznacujuci poradie vrchola
v danom acyklickom ocislovani. Je jasné, ze pre vrchol s = v; tvrdenie plati. Predpo-
kladajme, Ze v; je dosiahnutelny z vrchola s (v opa¢nom pripade je dist®(s, v;) = 0o, ¢o
je v stlade s (2.2)). Kedze o¢islovanie vrcholov vy, vy, . .., v, je acyklické, vrcholy najk-
ratSej c-vazenej cesty P patria do mnoZiny {vy,vs, ..., v;}. Nech vy, je vrchol leziaci na
P taky, ze vy — v;. Vzhladom na indukény predpoklad mame dist“(s, vy) = d°(s, vg),
teda podla Tvrdenia 2.1 pre dlzku cesty P = v, ... vgv; plati dist®(s, v;) = dist®(s, vy, ) +
c(vg,v;) = d°(s,vx) + c(vg, v;). AvSak vyraz d°(s,vx) + c(vg, v;) sa nachddza na pravej
strane (2.2), ¢o znamend d°(s,v;) < dist’(s,v;). Naopak je lahké vidief, Ze hodnota
d“(s,v;) odpoveda vahe nejakej (s, v;)-cesty v D, teda musi platif aj opa¢na nerovnost
dist(s, v;) < d°(s,v;).

Algoritmus hladajtci najkrat$iu vzdialenost v ohodnotenom acyklickom digrafe D
s n vrcholmi a m hranami, vychadzajtuci zo vztahu (2.2), méa dve fazy. Prva najde
acyklické ocislovanie vrcholov digrafu D a druhd implementuje (2.2). Kedze obe fazy
je mozné naprogramovat s ¢asovou zlozitostou O(n + m), celkova zlozitost takéhoto
algoritmu bude taktiez O(n + m).

2.2.3 Dijkstrov algoritmus

V tejto Casti popiSeme dalsi algoritmus, znamy ako Dijkstrov algoritmus, ktory
najde vzdialenosti v ohodnotenom digrafe D = (V, A, ¢) od daného vrchola s k ostat-
nym vrcholom digrafu D, a to za podmienky, ze vahy vSetkych Sipok st nezaporné.

Pocas priebehu Dijkstrovho algoritmu je vrcholova mnozina rozdelend na dve casti
P a (). Naviac kazdému vrcholu v € V je priradeny parameter ¢,, oznacujuci horné
ohranicenie pre vzdialenost dist’(s,v). Na za¢iatku st vSetky vrcholy v mnozine Q). V
priebehu algoritmu sa vrcholy dosiahnutelné z s postupne presunt z mnoziny @ do P.
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Pokial sa vrchol v nachédza v mnozine (), jemu priradeny parameter J, udava horné
ohranicenie pre hodnotu dist®(s, v). Akonahle je v presunuty do P, plati d, = dist®(s, v).

Algoritmus 3: Dijkstrov algoritmus

Input: ohodnoteny digraf D = (V) A, ¢), ¢(a) > 0 pre vSetky
a € A, a pociato¢ny vrchol s € V.
Output: parameter 0, pre vSetky v € V' taky, ze 6, = dist’(s, v).

Nastav P :=0, Q :=V, 0, := 0 a J, := co pre kazdy vrchol
veV ~{s}

=

2 while Q # () do

3 N&jdi vrchol v taky, ze §, = min{d, : u € Q}.

4 Nastav @ := @ ~ {v}, P := PU{v}.

5 | 0y :=min{d,,d, + c(v,u)} pre vietky u € Q N N*(v).
6 end

Lema 2.3. V lubovolnom casovom okamZiku pocas priebehu Dijkstrovho algoritmu
plati 6, = dist®(s,v) pre vsetky vrcholy v € P.

Dokaz. Je zrejmé, ze pre P = () tvrdenie plati. Naviac 6; = 0 = dist®(s, s) teda tvrdenie
bude platit aj v pripade ked P = {s} (vzhladom na vyber vrchola v kroku 3, vrchol s
je vzdy pridany do P ako prvy).

Dalej postupujme indukciou, t.j. nech Py je mnozina vrcholov vytvorena v priebehu
algoritmu taka, Ze pre kazdy vrchol = € By plati 0, = dist®(s, z). Nech u je dalsi vrchol
pridany k vrcholom z mnoziny Fy. UkadZeme, Ze tvrdenie plati pre vsetky vrcholy z
Py U {u}. Vzhladom na indukény predpoklad staci ukazat, ze 6, = dist“(s, u).

Sporom predpokladajme, zZe 0, > dist“(s, u) (opacna ostra nerovnost platit nemoze,
kedZe v kazdom kroku algoritmu J, je bud rovné oo alebo vahe nejakej (s, u)-cesty,
a teda hornym ohrani¢enim dist®(s,u)). Nech W je najkratsia (s,u)-cesta s vdhou
(W) = dist®(s,u). Nech y je prvy vrchol na ceste W, ktory nepatri do Py a © — y
Sipka z W, kde = € Fy. Taky vrchol y € Qy = V ~ P, existuje, nakolko W zacina v
Py a konéi v u (mimo P). Potom dist®(s, z) = d, a kedze y € Qo N N*(z) hodnota o,
po pridani « do P’ C P, v kroku 5 bola upravena, resp. uz spliiala Oy <y +c(z,y). Z
Tvrdenia 2.1 a faktu, ze W je najkratSia (s, u)-cesta, mame dist®(s,y) = c(Wls,y]) =
dist®(s, ) + ¢(x, y). Teda plati, s vyuzitim toho, Ze vSetky vahy s neziporné,

0y < 0y + c(x,y) = dist(s, x) + c(z,y) < dist(s,u) < d,

Ukézali sme 9, < 9, pre y,u € Q, to je ale v spore s vyberom prvku u v kroku 3
algoritmu (prvok y mal byt vybrany pred u). O

KedZe po absolvovani kazdého while cyklu je mnozina P inkrementované o nejaky
prvok, v pripade P = V', vzhladom na predchédzajicu lemu, dostavame:

Tvrdenie 2.4. Digkstrov algoritmus je korektny, t.j. po jeho skonceni dist®(s,v) = 0,
pre vSetky vrcholy v € V.
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Nech D = (V, A, ¢) je digraf s n vrcholmi a m $ipkami. Co sa tyka ¢asovej zlozZitosti,
na vykonanie kroku 3 (vybratie prvku v) treba rddovo O(n) porovnani na najdenie
min{d, : v € Q}. Upravenie parametrov v kroku 5 zaberie radovo tiez O(n) ¢asu, teda
jeden while cyklus zaberie radovo O(n) + O(n) = O(n) jednotiek ¢asu. Spominany
while cyklus sa opakuje n krat, teda celkové zloZitost popisaného algoritmu je O(n?).

V skutocnosti je mozné Dijkstrov algoritmus implementovat (pouzitim tzv. Fibo-
nacciho haldy) s ¢asovou zlozitostou O(nlogn + m).

2.2.4 Bellman-Ford-Mooreov algoritmus

Nech D = (V, A, c) je ohodnoteny digraf, pri¢om priptstame existenciu Sipok so
zapornou véhou. Algoritmus popisany v tejto Casti je mozné aplikovat na néjdenie
vzdialenosti od daného vrchola s v D k ostatnym vrcholom v D, za podmienky, ze
digraf D neobsahuje negativny cyklus.

Pre dany vrchol v € V' a nezéporné celé ¢islo m > 0 ozna¢me symbolom 6(v,m)
dlzku, t.j. vahu vzhladom na ohodnotenie ¢, najkratdej (s,v)-cesty v D, ktord ma
najviac m Sipok. Ak vrchol v nie je dosiahnutelny Ziadnou cestou majicou m alebo
menej $ipok, definujeme 6(v, m) = oco. Je jasné, ze §(s,0) = 0 a zaroven (v,0) = co
pre vetky v € V . {s}.

Lema 2.5. Nech v € V je lubovolny vrchol a m > 0. Potom
(v, m + 1) = min {(v, m), min{(u, m) + c(u,v) : w € N~ (v)}}. (2.3)

Dokaz. Platnost (2.3) dokazeme indukciou vzhladom na parameter m. Pre m = 0 vzfah
(2.3) trividlne plati, pretoze vrchol v je v dosahu jednej $ipky od s prave vtedy, ked
v € N*T(s). V tomto pripade da (2.3) hodnotu (v, 1) = ¢(s,v) a hodnotu (v, 1) = 0o
ak v ¢ N*(s).

Pre m > 1 predpokladajme, Ze existuje najkratsia (s,v)-cesta P, majica nie viac
ako m + 1 §ipok. Ak P obsahuje najviac m &ipok, tak pre jej dizku plati ¢(P) =
d(v,m). Inak P obsahuje m + 1 §ipok a podla Tvrdenia 2.1 pozostava z najkratsej
(s,u)-cesty Pls,u] majicej m Sipok, kde u € N~ (v) je predposledny vrchol na P, a
Sipky u — v. Pre jej dlzku plati ¢(P) = §(u, m) + c(u,v). V pripade, Ze vrchol v nie je
dosiahnutelny z vrchola s pouzitim najviac m + 1 Sipok, tak neexistuje ziadny vstupny
sused u vrchola v, pre ktory by platilo §(u, m) < co. Teda vzfah (2.3) spravne udava
hodnotu é(v,m + 1) = oo. O

Nakolko Ziadna cesta v n vrcholovom digrafe D nemé viac ako n — 1 $ipok, dosté-
vame (v, n—1) = dist®(s, v) pre v8etky vrcholy v € V ~\{s}. Teda postupnym pouzitim
vztahu (2.3) pre m = 0,1,...,n — 2 ziskame vzdialenosti od s k ostatnym vrcholom
v D. Do nasledujiceho algoritmu zakomponujeme procediiru na detekciu negativnych
cyklov, takze ako vstup je mozné uvazovat fubovolny ohodnoteny digraf. Taktiez bu-
deme uvazovat premennu pred(v), ktorej hodnota po skonceni algoritmu bude déavat
vrchol u, ktory je predchodcom vrchola v na leZiacim na nejakej najkratsej (s, v)-ceste
v digrafe D, ovSem iba za podmienky, Ze v D neexistuji negativne cykly dosiahnutelné
z vrchola s.

26



Algoritmus 4: Bellman-Ford-Mooreov algoritmus

Input: ohodnoteny digraf D = (V, A, ¢) a vrchol s € V.
Output: parameter 0, a pred(v) pre vSetky v € V' a detekcia
negativneho cyklu dosiahnutelného z vrchola s.

1 Nastav J; := 0, pred(s) := null a 4, := oo, pred(v) := null pre
kazdy vrchol v € V . {s}.
2 fori=1t |V|—-1do

3 forall v € V do

4 ‘ 0l = 0y /* Zapamdtanie si hodnoty d(v,i—1). */
5 end

6 | forall (u,v) € Ado

7 0y := min{d,, o, + c(u,v)}. /* Vypo&et 0(v,i). */
8 if Ak doslo k zmene 6, then

9 ‘ pred(v) := u.

10 end

11 end
12 end

/% Detekcia negativneho cyklu v D. */

13 forall (u,v) € A do
14 if 6, > 6, + c(u,v) then

15 ‘ return D obsahuje negativny cyklus.
16 end
17 end

Pozn.: D4 sa ukazat, ze forall cyklus na riadku 6 az 11 upravuje hodnoty parametra
Jd, pre vSetky v € V v stilade so vztahom (2.3). Teda ak v digrafe D nie je detegovany
negativny cyklus, tak vystupné hodnoty pre kazdy vrchol v € V spliiaji 6, = dist®(s, v).
Hodnota pred(v) = null znamend v = s alebo fakt, ze vrchol v nie je dosiahnutelny z
vrchola s.

Co sa ¢asovej zlozitosti tyka, pre D = (V, A, c) s |[V]| = n a |A| = m je vidiet, Ze
popisany algoritmus vykoné n — 1 opakovani hlavného forall cyklu (riadky 2 az 12),
pricom tento cyklus trvd O(n) + O(m) ¢asovych jednotiek. Celkova ¢asova zloZitost
je teda (aj po zapocitani detekcie negativneho cyklu) O(n) - O(n + m) + O(m) =
O(n-(n+m)).

V skutoc¢nosti je mozné forall cyklus (riadky 3 az 5) vynechat a Gpravu parametra
d, na riadku 7 zmenit takto: d, := min{d,, d,+c(u, v)}. V tomto pripade uz ale hodnota
d, po ukonceni i-tej iteracie hlavného forall cyklu nemusi odpovedat hodnote 6(v,17) z

Lemy 2.5, ovSem bude platit 6, < 0(v, 7). Takto upraveny algoritmus bude mat zlozitost
O(n -m).

Veta 2.6. Ohodnoteny digraf D obsahuje negativny cyklus dosiahnutelny z vrchola s
prdave vtedy, ked forall cyklus (riadky 13 aZ 17) dd odpoved, Ze D obsahuje negativny
cyklus.
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Dokaz. Nech D neobsahuje negativny cyklus. Po n — 1 iteraciach hodnota 9, oznacuje
dlzku najkratsej (s, v)-cesty v D. Potom pre kazdt $ipku (u,v) € A, vdaka trojuholni-
kovej nerovnosti (2.1) a faktu dist®(u, v) < ¢(u,v), dostdvame:

dy = dist(s,v) < dist(s, u) + dist“(u, v) < &, + c(u,v).

Naopak, nech D obsahuje negativny cyklus Z = vjv,...v,v; dosiahnutelny z vr-
cholu s. Sporom predpokladajme, Ze procedira na detekciu negativnych cyklov ne-
vrati odpoved. Potom §,, < oo a pre Sipky cyklu Z plati §,, < d,,_, + c(v;—1,v;), kde
1=1,...,k avy = v Teda

k

k k
Z 0y, < Z Oy, 1 + Z c(vi—1,v;).
i=1 i=1

i=1

KedZe prvé dve sumy v predo$lej nerovnosti sa rovnaju, pre posledntt sumu dostéavame
0< Zle c(vi—1,v;) = ¢(Z), €o je spor. 0

2.2.5 Floyd-Warshallov algoritmus

Popiseme algoritmus, ktory najde vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami vrcholov
v ohodnotenom digrafe bez negativnych cyklov. Jednou z moZnosti je pouzit Bellman-
Ford-Mooreov algoritmus spusteny n krat, ¢o vedie k ¢asovej zloZitosti O(n?m). Floyd-
Warshallov algoritmus najde pozadované vzdialenosti v ¢ase O(n?).

Predpokladajme, ze D = (V, A, ¢) je ohodnoteny digraf neobsahujici negativny cyk-
lus (priptstame Sipky zapornej vahy). Pre potreby tejto ¢asti budeme predpokladat, ze
V ={1,2,...,n}. Floyd-Warshallov algoritmus pracuje s pojmom vnitorného vrchola
najkratSej cesty. Ak P’ = vjvy...v; je cesta, tak vnitornym vrcholom cesty P’ roz-
umieme Tubovolny vrchol rézny od pociatoéného a koncového vrchola, teda Tubovolny
vrchol z mnoziny {vs, ..., v;_1 }. Pre k spliiajice 1 < k < n oznaéme [k] = {1,2,...,k}.
Pre Tubovolnt dvojicu i, j € V uvazujme vsetky (i, j)-cesty, ktorych vnatorné vrcholy
st z mnoziny [k]. Poznamenajme, Ze kazda takato cesta ma najviac k+ 1 §ipok a je to
(1, j)-cesta v indukovanom poddigrafe D [[k] u{s, j}} . Nech P je najkratsia cesta (vzhla-
dom na c¢) spomedzi tychto ciest. Z hladiska vniatornych vrcholov mame nasledujice
moznosti:

e Ak k nie je vnatornym vrcholom cesty P, tak nutne vSetky jej vntutorné vrcholy
patria do mnoziny [k — 1]. Teda najkratsia (i, j)-cesta s vnitornymi vrcholmi
z mnoziny [k — 1] je taktieZ najkratSou (i, j)-cestou s vnitornymi vrcholmi z
mnoziny [k|.

e Ak k je vnttornym vrcholom cesty P, tak podla Tvrdenia 2.1, podcesty P[i, k| a
Plk, j] st najkratsimi (i, k)-, resp. (k,j)-cestami. AvSak vnatorné vrcholy cesty
Pli, k] patria do [k — 1], kedZe vrchol k sa nemdZe na ceste P vyskytovat viac
ako raz. Teda P[i, k] je najkratSou (i, k)-cestou, a podobne P[k, j] je najkratSou
(k, j)-cestou, s vnutornymi vrcholmi z [k — 1].
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Na zaklade tohto pozorovania uvedieme rekurzivnu formulu na urcenie pozado-
vanych vzdialenosti. Pre dvojicu vrcholov 7,7 € V a k > 0 oznaCme dg?) ako dlzku
najkratsej (i, j)-cesty, ktorej vnitorné vrcholy patria do mnoziny [k] = {1,2,...,k}.
Ak k =0, tak [k] = () a v tomto pripade, pre i # j, (i, j)-cesta bud pozostéva z jedine]
sipky (7, 7) € A, alebo taka cesta vobec neexistuje. Preto dl(-;)) =0aki=j, dl(-;)) = c(i,7)
ak (1,7) € A a dg?) = o0 inak, t.j. v pripade i # j a (i,j) ¢ A. Néasledne pre k > 1
dostavame nasledujuci rekurzivny vztah

k : k=1) (k-1 k-1
dz(j) = min {dz(j ), dz(k )+ d,(cj )}. (2.4)
PretoZe vnutorné vrcholy kazdej cesty v D st v mnozine [n| = {1,2,...,n}, matica

DIST™ = (dl(?)), ziskana n nasobnym iterovanim vztahu (2.4), je maticou vzdialenosti
v digrafe D, t.j. dl(-;l) = dist“(i, j) pre vsetky i,j € V.

Pri vypocte matice DIST je mozné subezne ziskaf maticu predchodcov PRED,
pomocou ktorej sa d& rekonstruovat najkratsia cesta. Pre vrcholy i,j € Val <k <n
premenna predgf) oznacuje predchodcu vrchola j na najkratsej (4, j)-ceste obsahujuce;j
vnutorné vrcholy z mnoziny [k]. Ak k = 0, tak najkratsia (4, j)-cesta neobsahuje ziadne

vnutorné vrcholy, teda

© null, ak i = j alebo (i,7) ¢ A,
predij =
i, aki+#ja (i,7) € A

Pre k > 1, ak najkratsia (i, j)-cesta obsahuje vrchol k, tak za predchodcu j vezmeme
predposledny vrchol na prislusnej najkratsej (k, j)-ceste s vnitornymi vrcholmi z [k —
1], t.j. vrchol pred,g;._l). V pripade, Ze najkratsia (i, j)-cesta neobsahuje vrchol k, tak
predchodcom j bude vrchol predgf_l), t.j. predposledny vrchol na najkratsej (i, j)-ceste

s vntutornymi vrcholmi z [k — 1]. Formélne, pre k > 1
(k) predgﬁl), ak dz(f*l) < dg’,ifl) + d,g;fl),
pred;;” = (k—1) (k=1) _ (k=1) | (k—1) (2.5)

pred;; 7, ak d;; 7 >dy O+ dy;

Matica PRED™ = (predﬁ?) ) je tzv. matica predchodcov, vyuzitim ktorej je spét-
nym postupom mozné najst najkratsiu (i, j)-cestu. Poslednym vrcholom tejto cesty

bude samozrejme vrchol j = jp. Predposlednym vrcholom bude j; = predgz)), jeho
(n) (n)

ij1? 11"
Tato rekurzia sa ukonci, ak j; = ¢ alebo j; = null pre nejaké [, 0 <[ < n—1. V prvom

predchodcom vrchol j, = pred;;’, atd. Formélne j, = j a pre [ > 1 je j; = pred
pripade je najkratSou (i, j)-cestou v D cesta ij;_1...71J, kym j; = null znamen4, ze
(1, j)-cesta neexistuje.

Podobne ako Bellman-Ford-Mooreov algoritmus, aj Floyd-Warshallov je schopny
detegovat pritomnost negativnych cyklov.

Lema 2.7. Nechi,j € V je dvojica vrcholov, 0 < k <n aly,ls, ...l prostd postupnost
c¢isel z mnoziny [k| ~ {i,j}. Potom dg-g) < Z A% kdelo=1i alq=j.

lili417
t=0
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Dokaz. Pre k: 0 ai,j € V jedind pripustnd postupnost je Iy = i,l; = j, teda
dostavame dzy < Et —0 ltl)t+1 = d(o) Dalej uvazujme k& > 1, pricom predpokladame, ze
tvrdenie plati pre hodnotu k — 1 a lubovolnt dvojicu vrcholov i,j € V.

Nechi,j € Vap =1,ly,...1.,7 > 1je prosta postupnost ¢isel z mnoziny [k]~\{i, j}.
Ak p neobsahuje k, tak vzhladom na indukény predpoklad méme d(k) < d(k 2 <
Zt:(] lo) . V pripade, zZe Iy = k pre nejaké 1 < s < r, potom dostavame

tlit1

s—1
(k) (k=1) (k _ Fi)
d’Lj S dlk + dk;j Z dltlt+1 + Z dlzlt+1 - Z ltlt+1 .
t=0 t=s t=0

Tvrdenie 2.8. V ohodnotenom digrafe D existuje cyklus negativnej dizky prdve vtedy,
ked d\") < 0 pre nejaké i € V.

Dokaz. Ak D neobsahuje negativny cyklus, tak hodnota d(”) dana vzfahom (2.4) ko-
rektne udava vazenu vzdialenost dist®(i,7) = 0, teda dii = 0 pre vsetky vrcholy + € V.

Naopak predpokladajme, ze Z = lyly...l.l,+1 je negativny cyklus v D, kde [y =
i = l,41. Potom dl(,?l)m = ¢(ly,ly+1) pre kazdé 0 < t < r a vzhladom na predchadzajicu
4 =c2)<o. 0

lemu dostavame d” < 37 Wl =

Popiseme Floyd-Warshallov algoritmus. Nech D = (V, A, ¢) je ohodnoteny digraf,
pricom V = [n] = {1,2,...,n}. Ako vstup algoritmu budeme pozadovat zakladni
maticu vzdialenosti DIST(?, ktora v sebe zahffia §truktiru ohodnoteného digrafu D.
Formaélne, vstupom bude matica (d;;) rozmeru n x n

0, ak 1 = 7,
dij = cli,j), aki#jal(i,j) € A4,
oo, aki# ja(ij) ¢ A
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Algoritmus 5: Floyd-Warshallov algoritmus

Input: matica (d;;) zhodnd s DIST.
Output: matica DIST™, matica PRED™ a detekcia
negativneho cyklu v D.

1 Nastav pred,; :=i pre ¢ # j a d;; < 0o, pred;; := null pre ¢ = j
alebo d;; = oc.
2 for k=1 ton do

/* UloZenie hodnoty dgf_l) a predg?_l). */

3 for i =1 ton do
4 for j =1 ton do
5 ‘ d; = d; a pred;; := pred,;.
6 end
7 end

/* Aktualizicia dl(-j]?) a predg?) podla (2.4) a (2.5). */
8 for 1 =1 ton do
9 for j =1 ton do
10 if di; > dj; + d;; then
11 dij := djy, + dj; a pred,; 1= pred;j.
12 end
13 end
14 end
15 end

/* Detekcia negativneho cyklu v D. */

16 for i =1 ton do
17 if d;; < 0 then

18 return D obsahuje negativny cyklus.
19 end
20 end

Je zrejmé, Ze ¢asova zlozitost popisaného Floyd-Warshallovho algoritmu je O(n?) +

n - (0O(n?) + O(n?) + O(n) = O(n?).

Tvrdenie 2.9. Nech D = (V, A, ¢) je ohodnoteny digraf bez negativnych cyklov. Po-
tom Floyd-Warshallovho algoritmus ndjde dlZku najkratsej orientovanej cesty medzi
lubovolnou dvojicou vrcholov z D v ¢ase O(n?).
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Kapitola 3

Toky v sietach

3.1 Siete

Sietou budeme rozumiet usporiadant péticu N = (V) A, s,t,¢), kde D = (V, A)
je digrafom nazyvanym tiez ako podkladovy digraf siete N, s, t dvojica vyznacnych
vrcholov nazyvanych zdroj (pramert), resp. ustie (v D nemusi platit degp(s) = 0 a
degh(t) = 0), a c: A — R{ nezdporna redlna funkcia nazyvana kapacitou. Hodnota
c(a) = ¢(x,y) nejakej Sipky a = (x,y) € A sa vola kapacitou hrany a. Vrcholy patriace
do N rozne od s a t st tzv. vnutorné vrcholy siete N.

Na pramen (zdroj) v sieti N je mozné sa pozerat ako na miesto, z ktorého su
odosielané a nasledne transportované komodity pozdlz siete N do cielovej destinécie,
menovite ustia tejto siete. O kapacite Sipky (z,y) je mozné uvazovat ako o maximalnom
mnozstve tovaru, ktory je mozné poslat z vrchola z do vrchola y pozdlz sipky (x,y) za
jednotku casu.

Vo v8eobecnosti je mozné uvazovat zlozitejsi model sieti. Napriklad sief typu N =
(V, A, l,u,b,w) kde I: A — R oznacuje dolnti kapacitu (minimélne mnoZstvo tovaru,
ktoré musi byt odoslané pozdlZ $ipky), u: A — Ry oznacuje hornt kapacitu (maxi-
mélne mnozstvo tovaru, ktoré je mozné poslat po Sipke), pricom I(z,y) < u(z,y) pre
kazda Sipku (z,y) € A. Funkcia b: V' — R oznacuje tzv. balanény vektor (hodnota
b(v), pre v € V, oznaCuje mnozstvo tovaru, ktoré ma ,ostat“ vo vrchole v pri tran-
sporte tovaru pozdlZ siete). Nakoniec w: A — R uréuje cenu za prepravu jednotky
tovaru po uvazovanej Sipke.

3.2 Toky

Nech D = (V, A) je digraf a g: A — R redlna funkcia definovana na mnozine Sipok.
Pre podmnoziny X, Y C V definujeme

g X.Y)= > gy,
(z,y)e(X,Y)
pricom g(X,Y) =0 ak (X,Y) = (). Pre vrchol z € V polozime
gt@) = Y glz,y) and g (x)= > gy x).

yEN+(2) yeEN~(z)
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Vseobecnejsie, pre X C V

g (X)=> gt and g (X)=> g (x).

zeX zeX

Nech N = (V, A, s,t,¢) je siet so zdrojom s, Gstim ¢ a kapacitou hran c. Tokom v
sieti N rozumieme funkciu f: A — R s readlnymi hodnotami, definovani na mnozine
sipok, spliiajacu tzv. Kirkhoffove zakony

0 < f(z,y) < c(x,y) pre vSetky (z,y) € A (3.1)

fT(z) = f(z) pre vietky z € V . {s,t}. (3.2)

Interpretacia tychto podmienok je zrejma: (3.1) vravi, ze po ziadnej hrane netecie viac
ako je jej pripustnd kapacita a (3.2), Ze pre vSetky vnttorné vrcholy plati ,,¢o do vrchola
pritecie, aj z neho odtecie”.

Ak f je funkcia dand predpisom f(a) = 0 pre vSetky Sipky a € A, tak f vyhovuje
podmienkam (3.1) a (3.2), je teda tokom, ktory sa nazyva nulovy tok.

Ak f je tok, tak hodnota f(a) = f(z,y) pre a = (z,y) sa nazyva tokom pozdlz
sipky a. V pripade, Ze f(a) = c(a) pre nejakt Sipku a € A, tak a sa nazyva nasytend
vzhladom na tok f. Naopak, ak f(a) < c¢(a), tak Sipka a je nenasytend.

Veta 3.1. Nech N = (V, A, s,t,¢) je siet so zdrojom s, ustim t a f je tokom v sieti
N. Potom celkovd hodnota toku vytekajiceho zo zdroja s je rovnd celkovej hodote toku
pritekajuceho do tstia t, t.j.

frs)=f(s)=f(t)— (1)

Dékaz. Plati f+(V) = f~(V) = X, f(a), teda

Y @)=Y f (@)

zeV zeV

Vzhladom na podmienku (3.2) méame f*(x) = f~(z) pre « # s,t, z ¢oho dostdvame

frs)+ @) =f(s)+ ().

3.2.1 Maximalne toky

Hodnotou toku f v sieti N rozumieme val(f) = fT(s) — f(s), t.j. celkovy tok
vytekajici zo zdroja s. Vzhladom na Vetu 3.1 tiez plati, ze val(f) je rovna celkovému
toku pritekajicemu do tustia t.

Tok, ktorého hodnota je maximéalna spomedzi vSetkych tokov definovanych na sieti
N sa nazyva mazimdlnym tokom. Teda tok f definovany na sieti N je maximalny, ak
val(f) > val(f’) pre vSetky toky f’ definované na N.
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Nech N je sief so zdrojom s a tstim ¢. Pre X C V oznacme doplnok mnoziny X
symbolom X = V \ X. Rezom v N rozumieme mnozinu $ipok (X, X), kde s € X
at € X. Ak K = (X, X) je rez v sieti N, potom kapacita rezu K, oznacovana ako
cap(K) je definovana ako

cap(K) = (X, X)= 3 cla,y).
(z,y)e(X,X)

Ak K je rezom v N, tak kazda (s, t)-cesta musi obsahovat aspoii jednu hranu z K.
Nasledkom toho, odstranenie vsetkych sipok z K by viedlo k separacii dvojice vrcholov
sat.

Nech f je tok v sieti N a (X, X) rez. Potom pre celkovii hodnotu toku f*(X) —
f~(X) vytekajiceho z X plati

FFO=FX) =) @)=Y r@=> > fary o> fwa)

reX zeX z€X yeN+(zx z€X yeN—(x)
Y3 s+ 3 sto)- z<zfy, > ) -
z€X yeNT(z) yeN*(z z€X yeN~ yEN~ ()
yeX yEX yGX yeX

f(XaX)_{'f(X?X) _f<X7X) _f<77X> - f(va) —f(Y,X)

Teda dostavame
fAX) = f7(X) = f(X,X) = f(X, X) (3.3)

Vyuzitim tejto rovnosti ukézeme, Ze hodnota toku nikdy nepresiahne kapacitu lubovo-
Iného rezu.

Veta 3.2. Nech f je tok v sieti N a K = (X, X) rez v N. Potom
val(f) = f7(X) = f7(X) < cap(K).

Dokaz. Kedze f*(x) — f~(x) = 0 pre vetky vrcholy z € X ~\ {s}, dostavame

FrX) =7 (X) =) (f@) = f (@) = f7(s) = £ (s) = val(f).

reX
Naviac 0 < f(a) < ¢(a) pre kazda Sipku a € A, teda
val(f) = fH(X) — f7(X) = f(X,X) — f(X,X) < f(X,X) < (X, X) = cap(K).
]

Vo v8eobecnosti v danej sieti existuje vela roznych rezov s prislusnymi kapacitami.
Rez, ktorého kapacita je minimalna spomedzi vSetkych rezov sa nazyva minimdlny. To
znamena, ze rez K je minimalny, ak cap(K) < cap(K') pre vSetky rezy K’ v N.

Daosledok 3.3. Ak f je tok v sieti N a K rez v N taky, Ze val(f) = cap(K), tak f je
maximdlny tok a K minimdlny rez v N.
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Dokaz. Ak f* je maximélny tok a K™* miniméalny rez, tak vzhladom na Vetu 3.2 plati
val(f*) < cap(K*). Nésledne

val(f) < wval(f*) < cap(K™) < cap(K).

Vzhladom na predpoklad val(f) = cap(K) nastavaju rovnosti val(f) = val(f*) a
cap(K*) = cap(K), teda f je maximalny tok a K minimalny rez. O

Désledok 3.4. Ak f je tok v sieti N s kapacitou Sipok c: A — Ry a (X, X) rez v N
taky, Ze
f(a) = c(a) pre vsetky a € (X, X)
f(a) =0 pre vetky a € (X, X),
tak f je mazimdiny tok a (X, X) minimdlny rez v N.
Dokaz. Pre hodnotu val(f) toku f spliajiceho predpoklady dostdvame
val(f) = f(X,X) — f(X,X) =c(X,X) — 0= cap(X, X).
Vzhladom na Désledok 3.3 f je maximalny tok a (X, X) minimalny rez. O

Pre digraf D, pod (z,y)-polocestou rozumieme striedavi postupnost
P = (x = wg, a1, wy, a9, Wa, ..., Wg_1, A, Wy, = Y)

vrcholov a §ipok z D, za¢inajicu v z, konéiacu v y, pricom bud a; = (w;_1,w;) alebo
a; = (w;, w;_1) pre vietky i = 1,..., k. V stlade s orientaciou $ipky sa a; = (w;_1, w;)
nazyva doprednou a a; = (w;, w;_1) spitnou Sipkou polocesty P.

Nech N = (V, A, s,t,c¢) je siet so zdrojom s, Gstim ¢, kapacitou hrén ¢, na ktorej je

definovany tok f. Povieme, Ze (s,t)-polocesta
P - (S = Wp, A1, W1, 02,W2, ..., W1, 0, W, = t)

v podkladovom digrafe D = (V, A) je f-rozsirujicou polocestou, ak pre vSetky indexy
1=1,...,k plati

(1) a; je nenasytend, t.j. f(a) < c¢(a), ak a; je doprednou Sipkou P
(i) f(a;) >0, ak a; je spétnou Sipkou P.

Ak z,y € V st lubovolné vrcholy, tak (,y)-polocesta spliiajica podmienky (i)
a (ii) sa nazyva f-nenasytenou. Poznamenajme, Ze trividlna polocesta (bez $ipok) je
vzdy f-nenasytenou.

Veta 3.5 (L. R. Ford, D. R. Fulkerson 1956). Nech N je siet s podkladovgm
digrafom D. Potom tok f je maximdlny prdve vtedy, ked v D neezistuje Ziadna f-
rozsirujuca polocesta.
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Dokaz. Predpokladajme, ze v D existuje f-rozsirujica polocesta
P = (s = wy, a1, wy, a2, Wa, ..., We_1, 0k, W, = t).

Potom kazda zo Sipok a; je bud dopredna (pre 1u plati f(a;) < c(a;)), alebo spétné (v
tomto pripade f(a;) > 0). Oznac¢me p; = min{c(a;) — f(a;) : a; je dopredné Sipka} a
po = min{ f(a;) : a; je spitna sipka}, pricom ak jedna z mnozin je préazdna, formélne
polozime min ) = oo. Nech p = min{p;, po}. Definujme funkciu f’ na mnozine $ipok
nasledovne:

f(a) +p ak a je doprednou Sipkou P

f'(a) = f(a) — p ak a je spitnou sipkou P
f(a) ak a ¢ A(P).

Je Tahké vidiet, Ze takto definovanéa funkcia f’ je tokom v sieti N, pricom pre jeho
hodnotu plati val( ') = val(f) + p, teda tok f nie je maximalny.

Naopak predpokladajme, ze v D neexistuje ziadna f-rozsirujica polocesta. Nech
X C V je mnozina vSetkych vrcholov z, pre ktoré existuje f-nenasytena (s, z)-polocesta
v D. Potom s € X a podla predpokladu ¢ ¢ X, teda K = (X, X) je rezom v N.

Nech (y, z) je sipkou v K. Kedze y € X, v D existuje f-nenasytena (s, y)-polocesta.
Ak by neplatilo f(y, z) = c(y, ), tak spominant f-nenasytent polocestu by bolo mozné
predizit po vrchol z, ¢o je v spore s z € X. Podobne f(u,v) = 0 ak (u,v) € (X, X).
Teda K = (X,X) je rez v N, pre ktory plati f(a) = c(a) pre vietky a € (X, X)
a f(a) = 0 pre vietky a € (X, X). Nasledne, vzhladom na Désledok 3.4, tok f je
maximalny. ]

Vyuzitim dokazu predloslej vety je mozné dokézat nasledujucu vetu, ktord je v
literatire znama ako The Max-Flow Min-Cut Theorem (L. R. Ford, D. R. Fulkerson
1956).

Veta 3.6 (The Max-Flow Min-Cut Theorem). V lubovolnej sieti je hodnota ma-
ximalneho toku rovnd kapacite minimdlneho rezu, t.j. existuje tok f a rez K take, Ze

val(f) = cap(K).

Dokaz. Nech f je maximélny tok v sieti N s kapacitou hran c. Podla tvrdenia a dokazu
Vety 3.5, v sieti neexistuje f-rozsirujica polocesta a nasledne existuje rez K = (X, X),
pre ktory

f(a):{ c(a) ak a € (X, X)

0 ak a € (X, X).

Vzhladom na (3.3) a Dosledok 3.4 dostavame, ze K je minimdlny rez, t.].

val(f) = f(X, X) — f(X,X) = ¢(X,X) — 0 = cap(K).
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